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フ ラ ス トレ ー シ ョ ン の あ る量 子 ス ピ ン系 で の 負 符 号 問 題
- 解 決 へ の 第 一 歩 -
東 大 ･理 小 野 木 敏 之 ､宮 下 精 二 ､ 鈴 木 増 雄
⊥｣_⊥止
量 子 多 体 系 を シ ミ ュ レ ー トす る有 力 な 方 法 と して ､鈴 木 に よ っ て 提 唱 され た 量 子 モ ン テ
カ ル ロ 法 が あ る . I) こ れ は ､一 般 化 され たTrotter 公 式 2)に 基 い て ､ 量 子 系 を適 当 な 古
典 系 に 系統 的 に 近 似 し ､ そ して そ の 古 典 系 に 対 して 通 常 の モ ン テ カ ル ロ ･シ ミュ レ ー シ ョ
ン を 適 用 す る こ と に よ っ て 元 の 量 子 系 の 有 限 温 度 で の 種 々の 物 理 量 を求 め よ う とす る 方 法
で あ る ｡ こ の 方 法 は 最 近 多 くの 系 に 応 用 され て 興 味 深 い 結 果 を 生 み 出 して い る が ､ 3)フ ラ
ス ト レ ー シ ョン の あ る よ うな 量 子 ス ピ ン系 に対 して は ､ 負 符 号 問 題 と い うモ ン テ カ ル ロ ･
シ ミェ レ ー シ ョン に と って 病 的 な 問 題 が 横 た わ りそ の 適 用 を制 限 され て い る ｡ 本 報 告 で
は ､ そ の よ うな 系 を上 記 の 方 法 論 の 下 そ の 第 一 次 近 似 内 で 扱 い ､ 負 符 号 問 題 を 回 避 で き る
例 を示 した い ｡ 4)
§ 口 .量 子 モ ンテ カ /レロ 法 に お け る 負 符 号 問 詰 とは
一 粒 に , あ る量 子 系 (HamiltonianH )の 分 配 関 数 は ､Trotter公 式 に 従 って
Z= Tre-Ph二 ).blZn41,･■oO






Z九 ;T日 ifle~射 り 例
(2)
と定 義 す る ｡ (た だ し､ nはTrotter 数 で あ る ｡ ) 式 (2)の 右 辺 の 積 に ､ ∩ p 個 の 状 態
の 完 全 系 を挿 入 す る と ､ こ の 近 似 体 は 古 典 的 な 分 配 和 で 表 わ す こ とが で き る ｡
Z九 三五 W亡ソコ ;ソ
… ｡三｡ くレ,EL"e執 棚 ,くV,W,e-EHl,um .･･く刷 新 U,,A..', (3)
Jn
⊥■I
ス 同 種 に して ､物 理 量 Q の 平 均 値 も古 典 的 に 表 現 で き る ｡ 日 ･2)
くa〉ニ ≠(QeイH)/Z = 吾 QrvJWM /吾Wlu] (.n
これ .i-"")表 式 を も と に ､W [i/]な る確 率 で ､ 状 態 L/を モ ン テ カ ル ロ サ ン プ リ ン グ す れ ば
求 め た い物 理 量 が 得 られ る ｡
LrJlL､ フ ラス トレ 1-シ ョ ンの あ る 量 子 ス ピ ン 系 (及 び 一 次 元 を 除 く fcmion系 ) に
二vp)方 法 を 開 い る と ､古 典 的 な Boltzmann因 子 に 相 当 す るW [i/] が 状 態 に よ -,て は 負 に
な る埼合 が 必 ず 生 じる ｡ こ の よ うな 負 の 確 率 を持 った 古 典 系 を 扱 う と き は ､ EW !な る
確 率 て 状 .Ft_旨を取 り出 し
くQ〉 ミ キQ･S;匂hW /吾S;ahW
(5)
に よ って 物 理 量 の 平 均 値 を 求 め れ ば よ い が ､ こ の と き 十 事WFを もつ サ ンプ ル の 数 と - E
w :を もつ そ れ とが ､ (6) 式 の 分 母 で 打 ち消 し合 い ､測 定 値 の 精 度 が 極 端 に 悪 くな る と い
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う状 況 に 出 会 う｡ これ が 負 符 号 問 題 で あ り､ シ ミュ レ - シ ョン に お い て ､系 の サ イズ を
大 き く と った り､低 浅 側 に移 行 す る と と もに 深 刻 化 し､十 分 な 精 度 を あ げ るた め に は 莫 大
な モ ン テ カ ル ロ ス テ ップ数 が 必 要 とな る ｡ 5),6) この 困 難 を解 決 す る た め の 簡 単 な Anza
tzが 今 田 氏 に よ って 提 出 され た が ､ これ は 数 学 的 に は 未 証 明 で あ り､負 符 号 問 題 は 未 だ
解 決 され て いな い の が 現 状 で あ る ｡ 7)解 決 の 方 法 と して は ､ も し可 能 な らば ､ TrotLer公
式 に よ って 近 似 され た 負 の Boltzmann因 子 を 含 む 古 典 系 を ､正 の 因 子 の み を含 む 新 しい 古
典系 に 厳 密 に変 換 す る こ とが 考 え られ る ｡ 我 々は ､ そ の よ うな 変 換 が 可 能 な 例 を ､ フ ラ
71トレ - シ ョンの あ る量 子 ス ピ ン系 に 対 し ､ Trotter数 n - 1の 場 合 に 限 り以 下 で 示 し
r=い ,
三 m .モ デ Jレと変 換
正 方 格 子 (L∴<L )上 の 量 子XYZモ デ ル を考 え ､系 の HL･mHtonian は ､
托 =たくij'hb ,I-h♭;JM LXdjX十Jy(u qk ,.y･Ji(ら)廟 王 (ら)
とす る , た だ し､ I O iX ,0 .y ,J iZiは PaHli行 列 で あ り､対 相 互 作 用 (.Jx(b),Jy
(h)..Jz(b))の 強 さ及 び 符 号 は 各 bond毎 に 任 意 に と って よ い とす る ｡ 今 こ の HamHtorli
anを図 1に 示 した よ うに 4種 頴 の 対 托amiltoniarlに分 割 す る ｡ 8)
火 -一〆1+〆三十JiS+〆 L
(パ ;ー気 か ′ XZt息 否 J‥-) (7)
一 般 論 (1)- (3) に従 って ､ この 分 割 の 下 ､第 1次 近 似 体 (n- 1)に 相 当す る古 典 ス ピ
ン系 を構 成 す る と ､4体 力 で 特 徴 づ け られ た checker-board型 の Ising格 子 (2LX 2L)
を得 る ｡ (図 2参 照 ｡ ) こ こ で ､ 4体 力 は 行 列 要 素
の/ oTJ･′
く叫 れ qJ･',三累
から評 価 され る ｡ (以 下 の 計 算 で は 便 宜 上 o x 表 示 を と っ た ｡ )
1 3
4 1 4 3 4
2 2 2
図 1. ?amiltonianの 分 割 (LAhitcel)
(8)
A 十 A + A 辛 A チ
+ 0 + ○ + ○ + 0
A十 A + A 辛 A +
+ 0+ 0 辛 ○ # , ○
A+ A + A + A サ
+ ○ + ○ + ○ 辛 ○
A + A ･⊥ A t+ A +
図 2. Ising系 〈♂〉 ("● " )
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二の Tsing系 で は ､元 の 量 子 系 に フ ラ ス トレ - シ ョンが あ る と､負 の Boltzmann因子 を も
った 状 態 が て て く る こ とに注 意 した い ｡ 我 々の 目的 は ､ この 系 の 負 符 号 因 子 を解 消 す る
二 とで あ るが ､ それ は 次 に述 べ る 2つ の 変 換 に よ って 達 成 され る ｡
まず 新 しい Isingspin系 iTlと (Jl) (図 2で ' ○ " と" △ " )を置 き ､ くcf)
- Eで ､ LLiな る変 換 を
O- T ･LL (T ､ JLは 6に 憐 接 した ス ピ ン を と る ｡ ) (9)
の よ うに定 義 す る｡ この変 換 を実 行 す る と､ n - 1近 似 体 の 分 配 関 数 は 〈T､ Jj)表 示
て
と書 け る｡
言上弓 あ缶,C･叩(モKitりTkTL十を Ki'(帥 -仲 十手K･Ep)TATL〃･"Pt-コ.
ドユ(i)F Kx(ら)十 去AnCふ K_Lb)5,'rthLK-(b)J亡bShK+は)5-'hhk+(i)I 十㌢ fel-- 卜 el一如 ')i
Kl'〟,･一之LnC仰 - ･,",･t- ktK-,Dl]一瞥te'-k･{"'ナe'-- , i
K+(I)-≠ん 十仙人/I(+Eb)/tdnAlK-tb)I 一㌢ (e(-)｡ ,〟)-e(-)T- bDl
a;甘 〔cp～hK'tb" - -亡｡ ,Id k･+I- 人相 ふ`,jル
( k･土(i): P(Tx(b)士JyCb)j ) (10)
これ に よ り 〈d )系 が も って い た 分 配 和 に寄 与 しな い 自由度 が 除 去 され る ｡
(モ ンテ カ ル ロ シ ミュ レ ー シ ョンの 観 点 か ら い うとエ ル ゴデ ィシテ ィの 問題 を解 消 す る






????? eqF〔与… TATA十f Ky'〃P言pL 奇相りThTiiFh'pt
(ll)
な る表 式 を得 ､結 局 ､ ∩ -1近 似 体 は Ashkin-Tellerモ デ ル (た だ し相 互 作 用 が 各bond毎
に任 意 で よ い )と して 表 わ され る こ とが わ か る ｡ そ して ､ この 表 示 で 見 るか ぎ り､た と
え フ ラ ス トレ ー シ ョンの あ る場 合 で も BoltZmann因 子 に 負 の もの が 現 わ れ ず ､従 って 負符
号 問 題 は解 消 され る ｡ この 変 換 を用 い る と ､ fullfrustrationtypeの 量 子 XYモ デ ル
の n - 1近 似 体 には 相 転 移 が な い こ とが 厳 密 に言 え る ｡ 又 ､厳 密 に は 解 けな い量 子 XX
Zモ デ ル に対 して もモ ンテ カ ル ロ シ ミュ レ - シ ョンは 有 効 に適 用 で き る ｡
§ Ⅳ .結 び
フ ラス トレ ー シ ョンの あ る量 子 ス ピ ン系 に量 子 モ ンテ カル ロ法 を適 用 しよ う とす る と ､
必 ず 負 符 号 問 題 が生 じる ｡ 負符 号 問 題 は ､ こ こで 扱 った フ ラス トレ ー シ ョンの あ る量 子
ス ピ ン系 だ けで な く ､ 2次 元 以 上 の fermion系 で も生 じるが ､前 者 で は そ の 間 題 は波 動 関
数 の localな構 造 に起 因 す るの に対 し､後 者 で は その globalな 構 造 に 因 る とい う点 で ､
両 者 に お け る問 題 の 質 が 異 な って い る とお もわ れ る ｡ 我 々は ､正 方 格 子 量 子 XY Zモ デ
ル で Trotter数 rl-1の 場 合 に限 り､ この 間 題 を解 消 で き る よ うな 変 換 が あ る こ と を示 し
た が ､ 当然 これ は ､ n≧2な る場 合 に拡 張 され る こ とが望 ま しく ､又 ､同 じこ とが 他 の 相
千 (例 えば 三 角 相 子 6)) に対 して も期 待 され る ｡
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